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Re´sztvevo˝k: –
Kutata´si elo˝zme´nyek, ce´lkitu˝ze´sek, mot´ıva´lo´ te´nyezo˝k
A klasszikus, elmozdula´smezo˝re e´s a virtua´lis munka elvre e´pu¨lo˝ ve´geselem-modellekkel
szembeni egyik legnagyobb kih´ıva´st azok a numerikus konvergencia proble´ma´k jelentik,
amelyek az angol nyelvu˝ – ezen a teru¨leten is o´ria´si me´retu˝ – szakirodalomban numerical
locking ne´ven ismertek (magyarul a jelense´g le´nyege´t a numerikus bemerevede´s fejezi ki
tala´lo´an). Ez a jelense´g elso˝sorban az alacsonyrendu˝ approxima´cio´t e´s elemsu˝r´ıte´st alkal-
mazo´ u´n. h-verzio´s ve´geselem-mo´dszerre jellemzo˝ olyan kicsiny parame´tert tartalmazo´ –
u´n. szingula´risan perturba´lt differencia´legyenletekkel le´ırhato´ – proble´ma´k megolda´sa´na´l,
amikor a parame´ter e´rte´ke ze´rushoz tart. Megnyilva´nula´sa´nak le´nyege, hogy a numeri-
kus megolda´s hiba´ja a szabadsa´gfok (elemsza´m) no¨vele´se´vel nem, vagy alig cso¨kkentheto˝,
su´lyosabb esetben a hiba aka´r no¨vekedhet is. A proble´ma´k jelento˝s re´sze elkeru¨lheto˝ a ro¨g-
z´ıtett me´retu˝ elemeken alkalmazott polinomok foksza´ma´nak no¨vele´se´vel, az u´n. p-verzio´s
ve´geselem-mo´dszer alkalmaza´sa´val.
A kutata´si feladat ce´lkitu˝ze´seit leginka´bb az a – szakirodalomban 1998-ban ko¨zze´tett,
matematikailag is bizony´ıtott – felismere´s mot´ıva´lta, mely szerint bizonyos he´jfeladatok
esete´n az elmozdula´smezo˝re e´pu¨lo˝ p-verzio´s elemek sem mentesek a numerical locking nevu˝
jelense´gto˝l, vagyis ilyen esetekben sem a h-, sem a p-verzio´s he´jelemek nem tudnak megfelelo˝
konvergencia´ju´ megolda´st adni a me´rno¨ki alkalmaza´sok szempontja´bo´l elso˝rendu˝ fontossa´gu´
feszu¨ltse´gmezo˝re ne´zve.
Az eml´ıtett numerikus konvergencia proble´ma´k a to¨bbmezo˝s – az angol szakirodalomban
multi-field, illetve mixed-hybrid ne´ven emlegetett – varia´cio´s elvek e´s a hozza´juk kapcso-
lo´do´ h- e´s p-verzio´s ve´geselem-modellek alkalmaza´sa´val keru¨lheto˝k el – jelenlegi ismereteink
szerint – a leghate´konyabban. Ezt a felismere´st a te´mavezeto˝ a´ltal o¨sszenyomhatatlan anya-
gokra kora´bban kidolgozott, feszu¨ltse´gmezo˝re e´s forga´smezo˝re e´pu¨lo˝ hp-verzio´s ve´geselem-
modellek teljes me´rte´kben ala´ta´masztotta´k. Az ilyen t´ıpusu´ hp-verzio´s elemekre vonatkozo´
ige´nyt jelzik, to¨bbek ko¨zo¨tt, az ebben a te´ma´ban (is) nagy ero˝vel folyo´ nemzetko¨zi – alkal-
mazott matematikai e´s mechanikai – kutata´sok.
A kutata´si feladat egyik legfontosabb ce´lkitu˝ze´se egy u´j, feszu¨ltse´gmezo˝vel e´s forga´s-
mezo˝vel fele´p´ıtett, az a´ltala´nos´ıtott kiege´sz´ıto˝ virtua´lis munka elve´n, mint varia´cio´s elven
alapulo´, dimenzio´ szerint reduka´lt nemlinea´ris he´jelme´let kidolgoza´sa volt. A tervezett ku-
tata´si feladat tova´bbi ce´ljai ko¨zo¨tt szerepelt egy olyan u´j, feszu¨ltse´gmezo˝re e´s forga´smezo˝re
e´pu¨lo˝ hp-verzio´s ve´geselem-modell kidolgoza´sa lemezfeladatokra, mely a lemez vastagsa´-
ga´to´l/ve´konysa´ga´to´l fu¨ggetlenu¨l numerikus bemerevede´si proble´ma´k (numerical locking)
ne´lku¨li megolda´sokat ad. Az ilyen modell egyben leheto˝ve´ teszi a feszu¨ltse´gmezo˝ megb´ız-
hato´, nagy pontosssa´gu´ sza´mı´ta´sa´t (is), mind h-, mind p-t´ıpusu´ approxima´cio´ esete´n.
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A kutata´si eredme´nyek re´szleteze´se
A kutata´si feladat ce´lkitu˝ze´seinek megfelelo˝en elso˝ke´nt egy feszu¨ltse´gmezo˝n e´s forga´smezo˝n
alapulo´ a´ltala´nos, nemlinea´ris he´jelme´letet dolgoztam ki. A dimenzio´ szerinti reduka´la´s
varia´cio´s ha´ttere´u¨l a kiege´sz´ıto˝ virtua´lis munka elv a´ltala´nos´ıtott alakja, illetve a Fraeijs de
Veubeke-fe´le varia´cio´s elv szolga´lt, amelyeknek alapva´ltozo´i (fu¨ggetlenu¨l varia´lhato´ mezo˝i)
az I. Piola-Kirchhoff feszu¨ltse´gi tenzor e´s az alakva´ltoza´si gradiens pola´ris felbonta´sa´ban
megjeleno˝ ortogona´lis forga´stenzor.
Az eml´ıtett ke´tdimenzio´s he´jelme´let fele´p´ıte´se´nek egyik legfontosabb alaple´pe´se az I. Pio-
la-Kirchhoff feszu¨ltse´gi tenzorra vonatkozo´ egyensu´lyi egyenletek a priori kiele´g´ıte´se, tet-
szo˝leges he´jgeometria esete´n. Kimutattam, hogy ennek megvalo´s´ıta´sa´hoz a tenzoria´lis
egyensu´lyi egyenlet vektoria´lis alakja´ra ce´lszeru˝ a´tte´rni, amelynek az az elo˝nye, hogy ebben
a feszu¨ltse´gi koordina´ta´kra vonatkozo´ kovaria´ns deriva´ltak helyett a feszu¨ltse´gvektorokra
vonatkozo´ parcia´lis deriva´ltak jelennek meg.
Az I. Piola-Kirchhoff feszu¨ltse´gvektorokra vonatkozo´ transzla´cio´s egyensu´lyi egyenletek
fel´ıra´sa uta´n elo˝a´ll´ıtottam a he´j ko¨ze´pfelu¨leti norma´lisa mente´n me´rt ı´vkoordina´ta sze-
rint sorbafejtett feszu¨ltse´gvektorok egyensu´lyi egyu¨tthato´it. A feszu¨ltse´gvektorok, majd az
I. Piola-Kirchhoff feszu¨ltse´gek egyensu´lyi egyu¨tthato´it a´ltala´nos he´jgeometria esete´n, ke´t
elso˝rendu˝ feszu¨ltse´gfu¨ggve´ny-vektor alkalmaza´sa´val sza´rmaztattam. A sorbafejtett I. Piola-
Kirchhoff feszu¨ltse´gek egyensu´lyi egyu¨tthato´it a he´j pala´stperemein elo˝´ırt tetszo˝leges pe-
remfelte´telek esete´re, majd kiza´ro´lag feszu¨ltse´gi peremfelte´teli elo˝´ıra´s esete´n is megadtam.
A he´jmodell ke´tdimenzio´s Euler-Lagrange egyenleteit e´s terme´szetes peremfelte´teleit az a´l-
tala´nos´ıtott kiege´sz´ıto˝ virtua´lis munka elv nemlinea´ris alakja´bo´l kiindulva sza´rmaztattam,
amelyek
• az elso˝rendu˝ kompatibilita´si egyenletekbo˝l e´s a Cauchy feszu¨ltse´gi tenzor szimmetri-
a´ja´t kifejezo˝ (forga´si) egyensu´lyi egyenletekbo˝l, valamint
• az elso˝rendu˝ kompatibilita´si-, alakva´ltoza´si e´s illeszte´si peremfelte´telekbo˝l
a´llnak. Ezeket az egyenleteket e´s peremfelte´teleket az elmozdula´smezo˝ gradiense´nek a he´j
vastagsa´ga menti integra´la´sa´val ke´pzett eredo˝ire, valamint a Cauchy feszu¨ltse´gi tenzorral
ke´pzett feszu¨ltse´gi eredo˝kre vezettem le a he´j ko¨ze´pfelu¨lete´hez ko¨to¨tt konvekt´ıv koordia´ta-
rendszerben.
A kidolgozott a´ltala´nos, nemlinea´ris, egyensu´lyi feszu¨ltse´gmezo˝n e´s forga´smezo˝n alapulo´
he´jelme´let, illetve he´jmodell egyik fontos tulajdonsa´ga, hogy annak fele´p´ıte´se sora´n nem
keru¨ltek alkalmaza´sra a klasszikus he´jelme´letek alapja´ul szolga´lo´ kinematikai e´s feszu¨ltse´gi
hipote´zisek, ı´gy a ha´romdimenzio´s anyagegyenletek mo´dos´ıta´sok ne´lku¨l alkalmazhato´k. A
vizsga´latok sora´n kimutata´sra keru¨lt tova´bba´ a kidolgozott he´jmodell egyensu´lyi feszu¨lt-
se´gmezo˝je´t elo˝a´ll´ıto´ elso˝rendu˝ feszu¨ltse´gfu¨ggve´nyek e´s a – nem szimmetrikus – feszu¨ltse´gi
eredo˝k e´s ero˝pa´rok egyensu´lya´t biztos´ıto´ feszu¨ltse´gfu¨ggve´nyek ko¨zo¨tti kapcsolat is.
A kutata´si feladat ko¨vetkezo˝ le´pe´seke´nt az elo˝zo˝ekben ismertetett a´ltala´nos nemlinea´ris
he´jelme´letbo˝l kiindulva egy feszu¨ltse´gmezo˝n e´s forga´smezo˝n alapulo´ nemlinea´ris lemezmo-
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dellt sza´rmaztattam, majd egy u´j hp-verzio´s lemezelem-modellt dolgoztam ki linea´risan
rugalmas lemezfeladatok numerikus megolda´sa´hoz. A munka sora´n
• elve´geztem a he´jfeladatok megolda´sa´nak alapja´ul szolga´lo´ varia´cio´s elv nemlinea´ris
alakja´nak, illetve a lemezmodell egyenleteinek konzisztens lineariza´la´sa´t;
• a kidolgozott lemezmodell ismeretlenjeinek sza´ma´t a transzverza´lis ny´ıro´feszu¨ltse´gek
szimmetria´ja´nak – integra´l-a´tlagban to¨rte´no˝ – a priori kiele´g´ıte´se´vel cso¨kkentettem,
ı´gy a ve´geselem-modell ke´t elso˝rendu˝ feszu¨ltse´gfu¨ggve´ny-vektor e´s egy szo¨gelfordula´s-
vektor o¨sszesen he´t skala´ris koordina´ta´ja´nak ko¨zvetlen approxima´cio´ja´n alapul;
• olyan numerikus algoritmusokat e´s itera´cio´s elja´ra´st dolgoztam ki, amelyek alapja´n
geometriailag nemlinea´ris lemezfeladatok is megoldhato´k (feszu¨ltse´gmezo˝n e´s forga´s-
mezo˝n alapulo´ ve´geselmes approxima´cio´val);
• az egyensu´lyi feszu¨ltse´gmezo˝t elo˝a´ll´ıto´ elso˝rendu˝ feszu¨ltse´gfu¨ggve´nyek e´s a forga´smezo˝
ko¨zvetlen approxima´cio´ja´n alapulo´ – to¨bbfe´le stabil approxima´cio´s te´rrel is dolgozni
ke´pes – u´j h- e´s p-verzio´s ve´geselemeket dolgoztam ki;
• kifejlesztettem egy u´j ve´geselem-programot, amely jelenlegi forma´ja´ban egy to¨bb ezer
program-sorbo´l a´llo´, C/C++ programoza´si nyelven meg´ırt kutato´i ko´d;
• elve´geztem az elke´sz´ıtett sza´mı´to´ge´pi program tesztele´se´t, amely maga´ban foglalja a
numerikus megolda´sok elo˝a´ll´ıta´sa´t, kie´rte´kele´se´t e´s azok o¨sszevete´se´t a szakirodalom-
ban ko¨zo¨lt megolda´sokkal, illetve a jelenleg ismert modellek e´s elemek alkalmaza´sa´val
kapott eredme´nyekkel.
Meg kell eml´ıteni, hogy a kutata´si program ve´grehajta´sa sora´n a fent eml´ıtett progra-
moza´si e´s tesztele´si munka bizonyult a legido˝ige´nyesebb feladatnak valamennyi sikeresen
ve´grehajtott feladat ko¨zu¨l. A meg´ırt programnak ugyanakkor a gyakorlati alkalmaza´sok
szempontja´bo´l, illetve az eredme´nyek hasznos´ıthato´sa´ga szempontja´bo´l alapveto˝ jelento˝se´ge
van.
A kidolgozott lemezmodell e´s a kifejlesztett hp-verzio´s lemezelemmel kapcsolatos – a
ce´lkitu˝ze´sekben is megfogalmazott – elva´ra´sokat az elve´gzett numerikus sza´mı´ta´sok e´s
az o¨sszevete´sek a legmesszebbmeno˝kig igazolta´k. Numerikus u´ton igazoltam, hogy a le-
mezmodell aszimptotikusan korrekt, modelleze´si hiba´ja le´nyegesen jobb, mint a klasszikus
Kirchhoff- e´s Reissner-Mindlin lemezmodelleke´. A hp-verzio´s lemezelem rendk´ıvu¨l ve´kony
lemezek esete´n is numerikus konvergencia e´s bemerevede´si proble´ma´k (shear locking e´s
incompressibility locking) ne´lku¨li, megb´ızhato´, nagy pontossa´gu´ feszu¨ltse´geket eredme´nyez
olyan esetekben is, amikor az elmozdula´smezo˝re e´pu¨lo˝ hp-verzio´s modellek eredme´nyei meg-
b´ızhatatlanok vagy e´rte´kelhetetlenek. Kimutattam, hogy a kifejlesztett h-, illetve p-t´ıpusu´
elemekkel kapott numerikus megolda´sok konvergencia sebesse´ge fu¨ggetlen a lemez vastag-
sa´ga´to´l/ve´konysa´ga´to´l (angol szakkifejeze´ssel e´lve az elem locking-free), e´s le´nyegesen jobb
eredme´nyeket ad, mint az elmozdula´smezo˝re e´pu¨lo˝ aka´r h-, aka´r p-verzio´s elemek.
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Az eredme´nyek hasznos´ıta´sa´nak leheto˝se´gei
A kifejlesztett he´j-, illetve lemezmodell, valamint az u´j hp-verzio´s ve´geselem-modellek e´s a
kapcsolo´do´ ve´geselem-program lemezfeladatok (egyben membra´n-, illetve s´ıkrugalmassa´g-
tani feladatok) hate´kony, numerikus konvergencia proble´ma´k ne´lku¨li ve´geselemes megolda´-
sa´ra alkalmazhato´k. A feszu¨ltse´gmezo˝ e´s a forga´smezo˝ ko¨zvetlen approxima´cio´ja´n alapulo´
elem-modellek a hagyoma´nyos, elmozdula´smezo˝n alapulo´ ve´geselem-modellekkel szembeni
elo˝nyei elso˝sorban ve´kony lemezek e´s/vagy o¨sszenyomhatatlan anyagu´ testek sza´mı´ta´sa´-
na´l jelentkeznek. Ezen elo˝nyo¨k ko¨zu¨l elso˝ helyen a me´rno¨ki alkalmaza´sok szempontja´bo´l
kiemelkedo˝ fontossa´gu´ feszu¨ltse´gmezo˝ megb´ızhato´ e´s pontos kisza´mı´thato´sa´ga eml´ıtendo˝
meg. A nemlinea´ris alkalmaza´sok szempontja´bo´l le´nyeges kiemelni, hogy a kidolgozott
hp-verzio´s ve´geselem-modellek nemcsak p-, hanem h-t´ıpusu´ approxima´cio´ esete´n is mente-
sek az elmozdula´smezo˝n alapulo´ modellekne´l tapasztalhato´ numerikus konvergencia (angol
neve´n numerical locking) proble´ma´kto´l.
O¨sszegze´s
Az OTKA a´ltal ta´mogatott, T34358 sza´mon nyilva´ntartartott kutata´si program ve´gre-
hajta´sa sora´n – te´mavezeto˝ke´nt e´s egyedu¨li re´sztvevo˝ke´nt – ele´rt eredme´nyeim egy re´-
sze´t eddig ha´rom, nemzetko¨zi szinten is rangosnak tekintheto˝ konferencia proceedings-ben
[7][10][12], ke´t angol nyelvu˝, refera´lt folyo´iratcikkben [8][16], ke´t, kiza´ro´lag specialista´k –
egyben megh´ıvott elo˝ado´k – sza´ma´ra rendezett workshop-on [6][15], tova´bba´ ha´rom angol
nyelvu˝ ([1][3][13]) e´s o¨t magyar nyelvu˝ ([2][4][5][11][14]) konferencia elo˝ada´s/szakmai elo˝-
ada´s kerete´ben publika´ltam, illetve ismertettem. Ezeken k´ıvu¨l, re´szben a kora´bbi, OTKA
a´ltal is ta´mogatott kutato´munka´m, re´szben az itt ele´rt eredme´nyeim alapja´n 2003-ban
MTA Doktori e´rtekeze´st ke´sz´ıtettem [9], amelyet 2004. novembere´ben sikeresen megve´d-
tem.
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